DEVOIR NUMERO 4 VERSION A

ECG2 MATHS APPLIQUEES

EXERCICE 1

Partie I - Réduction et puissances d’une matrice 3x3.
1 11
2 1 0| etB=A-1.
2 01
1. Déterminer le rang de B. En déduire une valeur propre immédiate de B.
2. Ecrire un programme Python d’en-téte def poly mat(P,M) : qui prend en argument une liste P=[aq, a1, ..., a,]
et une matrice carrée M et renvoie la matrice

apl +ay M + -+ a, M™.

Wl

Dans cette premiére partie, on considére les matrices A =

3. On suppose la fonction précédente écrite correctement. A 'aide des instructions ci-dessous et de leur
résultat d’exécution présenté ci-aprés, déterminer un polyndme annulateur de B.

numpy as np
np.array ([[0,1/3,1/3], [2/3,0,0], [2/3,0,011)

[0,-4,0,9]

brint (poly_mat (B,P)

Déterminer une matrice diagonale D de premiére ligne nulle et une matrice inversible P de premiére
ligne (0 1 —1) telles que B = PDP~ 1.

4. Montrer que pour tout j € N*, B/ = PDJpP~1,

Expliciter la matrice P~

6. Etablir que pour tout k € N*, on a

eer(£06)7 )

J=0

o

7. Expliciter, pour tout k € N*, la premiére ligne de A*.
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Partie II - Une chaine de Markov a trois états. Une urne contient trois boules numérotées de 1 a 3.
Un tirage consiste & extraire au hasard une boule de 'urne puis la remettre dans I'urne pour le tirage suivant.
On définit une suite de variables aléatoires (Xj)ren+ de la maniére suivante.

e Pour tout entier naturel k£ non nul, X est définie aprés le k-iéme tirage.
e On procéde au premier tirage et X; prend la valeur du numéro de la boule obtenue & ce tirage.
e Aprés le k-iéme tirage (k € N*¥) :
e Soit X} a pris la valeur 1. Dans ce cas on procéde au (k + 1)-iéme tirage et X411 prend la valeur
du numeéro obtenu a ce (k + 1)-iéme tirage.

e Soit X} a pris une valeur j différente de 1. Dans ce cas, on procéde aussi au (k + 1)-iéme tirage
et X1 prend la valeur j si la boule tirée porte le numéro j et la valeur 1 sinon.

On admet que (Xj)ren+ est une chaine de Markov.
8. Reconnaitre la loi de Xj.

9. Simulation informatique de I’expérience aléatoire.

Compléter le programme suivant pour qu’il simule une réalisation des de X}, (I’entier k étant laissé
au choix de 'utilisateur).

numpy as np

numpy .random as rd

ange (k-1)
tirage = rd.randint (1,4)

10. On ajoute les commandes suivantes. Expliquer précisément ce qu’elles font. On joint la figure obtenue
aprés leur exécution. Que peut-on conjecturer ?

matplotlib.pyplot as plt
05
04

) freq_etats = np.zeros(3) 05

k ange (1000)
freq_etats[simul_X(mn)-1] += 1
freq_etats = freq_etats/1000 01
plt.bar([1,2,3],freq_etats)
plt.show () 0o

02

05 10

11. On note Uy le vecteur-ligne & 3 colonnes défini par
Up= (P ([Xp=1]) P(Xp=2]) P([Xx=3]),
c’est-d-dire le k-iéme état probabiliste de la chaine.
a. Pour tout couple (i,75) € [1,3]?, déterminer les probabilités

Prx, =i ([Xk41 = 4])-
En déduire que matrice de transition de la chaine de Markov est la matrice A de la partie I.
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. Représenter le graphe probabiliste & trois sommets associé a la chaine de Markov (Xg)ren+.

. A P’aide de la formule des probabilités totales, justifier que

Uk+1 = U, A.

. Déterminer I'état stable de la chaine de Markov. Quelle remarque peut-on faire vis-a-vis de la
question 107

. Onpose Uy = (1 0 0). Montrer qu'on a U, = Uy AF.

f. Montrer que la loi de X}, est donnée par

k k
P([szl])=;<1+<—;> ) P([XkZZ]):IP)([Xk:ii]):i(l— <_§> )

. Justifier que (X)gen converge en loi vers une variable aléatoire X dont on donnera la loi. Expliquer
en quoi ce résultat est compatible avec la question 11.d.

. Calculer 'espérance E(X}) de Xj.
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EXErcicE 2 EDHEC 2024 Exercice 1.

n

4 — 2

1
Dans tout 'exercice, n désigne un entier naturel. On pose u, = /
0

1
1
dz.
/04—x2x

1. a. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout = € [0, 1],
1 a b

4—m2_2—x+2—|—x'

dx et on a en particulier ug =

b. En déduire que ug = +1In(3)
2. Calculer u;.
3. a. Pour tout entier naturel n, exprimer 4u, — u,42 explicitement en fonction de n.

b. Compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle renvoie la valeur de u, a U'appel de suite(n)
def suite(n)
if (-1)**n == :
u = np.log(3)/4
for k in ra nge (2 ,n+1 ,2)

np.log(2/np.sqrt (3))
»r k in range(3,n+1,2)

return u

4. a. Utiliser la définition de (u,)nen pour établir 'encadrement suivant, pour tout n € N,
1
S Uy < 57—~
An+1) S S 3m+1)

b. En déduire la convergence de la suite (up)nen ainsi que la valeur de liril Uy,
n—-—+0oo

c. La série de terme général u,, est-elle convergente 7 Pour quelle raison ?

5.
6. a. On considére le script suivant qui utilise la fonction déclarée plus haut, ainsi que le retour Python
10
+++.‘_.,,+++++++++++++++++++++
+++
1 08 T
"
9 +
4 +
3 06 "
1 *n in range (41): .
5 .append (3*n*suite (n)) o
@ plt.plot(x,u,’+’) 0
i plt.show ()
004 +
0 5 W 15 2 2 0 3B 4@

Laquelle de ces quatre conjectures suivantes peut-on émettre quant au comportement de la suite
(un)nen au voisinage de +oo?

Qu, ~ 3n ® lim u,=1 Ou, -~ % Ou, ~ 1+
n——+o0o n—-+oo n——+oo °" n—+oo ™

b. Etablir, grace & une intégration par parties, I’égalité suivante, pour tout n € N,

1 2 L gnt2
N = - dz.
“ 3(n+1) n—i—l/o (4 — x2)? “



DEVOIR NUMERO 4 VERSION A

c. Montrer par encadrement que

1 n+2

A e =0

d. Vérifier la conjecture établie a la question 5.a.
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EXERCICE 3 EML 2022 Exercice 2.
On rappelle que M2 (R) désigne l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 & coeficients réels et que la

. 10 01 0 0 0 0
famille = <<0 0) , <O 0) , <1 O> , <0 1)) est une base de My (R).

Pour toute matrice M = <Z Z) de M2 (R), on appelle trace de M le réel noté tr(M) défini par

tr(M) =a+d.
Soit J une matrice non nulle de Ma(R). On définit alors application f de Ma(R) par
VM € Ms(R), f(M)=M +tr(M)J.

1. a. Montrer que ’application

est linéaire.
b. Déterminer une base du noyau de tr et vérifier que dim(Ker(tr)) = 3.

2. Montrer que f est un endomorphisme de Ms(R).

. . . 2
3. Dans cette question uniquement, on considére le cas ot J = <(1) O)'

a. Déterminer la matrice, notée A, de f dans la base B.
b. Vérifier que (A —14)? = 0 o 14 désigne la matrice identité de My(R).
c. En déduire les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
d. Justifier que A est inversible et déterminer A~
4. On revient au cas général on J désigne une matrice quelconque non nulle de Mo (R).
a. Montrer que 1 est une valeur propre de f et préciser la dimension du sous-espace propre associé.
b. Justifier que J est un vecteur propre de f et préciser la valeur propre associée.

c. (i) On considére dans cette question le cas ou tr(J) # 0. Montrer que f est diagonalisable.
Préciser ses valeurs propres et une base de chacun des sous-espaces propres.

(ii) On considére dans cette question le cas ou tr(J) = 0. On suppose qu’il existe une valeur
propre A de f différente de 1 et on note M un vecteur propre associé. Montrer que tr(M) = 0.
Aboutir & une contradiction.

(iii) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur tr(.J) pour que f soit diagonalisable.

d. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur tr(J) pour que f soit bijectif.
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